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摘 要：为实现工业合金凝固过程中微观组织演化的定量模拟，本研究将多元合金等温凝固的单边扩散定量相场模型扩展为

双边扩散模型，并与合金实际的热力学和动力学数据进行耦合，以充分考虑多组元合金成分之间的相互作用。在消除界面化

学势跳跃的基础上，重新确定了双边扩散定量相场模型中的反溶质截留系数Ai和相场迁移率M。结果表明：以Ti-45Al-    

8Nb（at%）三元合金为例，进行了一维（1D）和二维（2D）数值模拟，并与实验结果进行对比，验证了所建立模型在合金

凝固过程中对微观组织预测的有效性。研究结果为进一步优化工业合金的铸造工艺和凝固组织的精准调控提供了理论支撑。
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1　引 言

在金属凝固过程中，枝晶的生长行为对材料的微观

组织和性能具有重要影响[1]。因此，深入理解枝晶的生

长过程，并采取适当的工艺手段加以控制，对于材料凝固

组织的调控和铸造工艺的优化具有重要意义[2]。通常，

实验研究是最直观的方法，但由于金属凝固过程一般发

生在较高温度区间，并且伴随着复杂的热量、动量和质量

传输，使得实验研究往往受限于复杂的变量控制、空间维

度及成本等因素[3]。为克服这些局限性，随着计算机技

术的发展，数值模拟方法已逐渐成为研究凝固行为的重

要手段。其中，介观尺度上基于弥散界面的相场法由于

无需显式追踪复杂的固/液界面，且易与温度场、成分场

和流场等多物理场进行耦合，已成为研究凝固过程微观

组织演化的重要工具[2, 4-5]。

相场法最初是为了研究纯组元过冷熔体凝固过程中

枝晶形貌的演化而提出的。自Kobayashi[6-7]实现枝晶生

长模拟以来，该方法得到了广泛的研究和发展，并迅速扩

展到合金凝固[8-11]、固态相变[12-15]、多相转变[16-24]、缺陷演

化[25-27]和烧结[28]等诸多领域。目前，基于相场法的数值

模拟不仅在微观组织演化研究中发挥着重要作用，且逐

步应用于高性能工程合金的设计与制造工艺的优化，实

现了材料性能预测与工艺参数调控的紧密结合[29-30]。根

据自由能泛函的不同，凝固相场模型主要包括Wheeler

等[8]提出的WBM模型、Kim等[9]提出的KKS模型、以及

Karma模型[31]3种典型模型。WBM模型基于热力学一

致性，假定固/液界面由浓度相同的固相和液相混合组

成，从而在固/液界面处引入了额外的势能，导致该模型

的模拟精度受限于界面宽度；KKS模型则基于两相混合

方法，分别定义固相和液相的浓度，并通过等扩散势条件

实现相互关联，从而实现相场与成分场的解耦，并适当地

拓宽了界面宽度。同时，KKS模型易于与合金真实热力

学数据耦合，但在相成分与相变驱动力求解上较为复杂；

Karma相场模型基于薄界面极限假设，通过引入“反溶质

截留项”消除了传统相场模型中的异常界面效应，从而实

现了相场模型的定量模拟[31]。该模型最初仅适用于无固

相扩散的二元合金体系，随后Kim[32]将反溶质截留方案

引入KKS模型，实现了向多元合金体系的扩展。此后，

Ohno等人[33-34]在Karma模型的基础上考虑了固相扩散

的影响，建立了适用于稀多元合金双边扩散的定量相场

模型。然而，实际工程合金往往为多组元，且常常不属于

稀溶液体系。此外，凝固过程中界面能的各向异性对枝

晶形貌演化及溶质的微观偏析行为具有显著影响，进而

在枝晶取向转变机制及其对铸件力学性能和组织均匀性

的调控中发挥关键作用[35]。因此，开发精确高效的双边
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扩散定量相场模型，对于准确预测凝固过程中的微观组

织演化具有重要意义。

在本研究中，首先推导了多元合金双边扩散的相场

方程和扩散方程，给出了反溶质截留系数Ai和相场迁移

率M的表达式。随后，通过多项式拟合方式实现了相场

模型与真实合金热、动力学数据的耦合。最后，利用所建

立的模型对Ti-45Al-8Nb（at%）合金进行了数值模拟，并

与实验结果进行了对比验证。

2　多元合金双边扩散定量相场模型

在多元合金体系（n + 1个组元），系统的总自由能定

义为：

F (ϕ,c1,⋅ ⋅ ⋅,cn ) = ∫
V

é
ë
êêêê f (ϕ,c1,⋅ ⋅ ⋅,cn ) +

1
2
ε2|∇ϕ |2

                                 +ωg (ϕ )ù
û
úúúú dV

（1）

式中，ϕ为相场变量。ϕ = 0表示液相，ϕ = 1表示固相，ϕ

值在 0~1之间为固/液界面。c1,···,cn为溶质组元的摩尔

浓度；f为自由能密度；ε为梯度能系数；ω为双阱势能垒；

g (ϕ ) = ϕ2 (1 - ϕ )2为双阱势函数。

假设整个体系内任一点的自由能密度 f被定义为固

相和液相的混合，并遵循混合规则，则有：

f = h (ϕ ) f S + [1 - h (ϕ ) ] f L （2）

式中，f S和 f L分别为固相和液相的自由能密度；h (ϕ )为插

值函数。在对相场方程进行求解时，采用Kim等人[9]提

出的等扩散势条件，则辅助方程为：

∂f S

∂cS
i

=
∂f L

∂cL
i

= μi （3）

ci = h (ϕ )cS
i + [1 - h (ϕ ) ] cL

i （4）

式中，μi为组元 i的相对化学势，即扩散势；cS
i 和 cL

i 分别为

组元 i在某一点固相和液相的虚拟成分。

2.1　相场控制方程

多元合金体系中相场控制方程为：

∂ϕ
∂t = -M

δF
δϕ

= M [-fϕ + ε2∇2ϕ - ωg′ (ϕ ) ] （5）

式中，t为时间，M为相场迁移率；g′ (ϕ )为双阱势函数的

导数；fϕ表示为 􀆟f/􀆟ϕ，代表凝固过程相变的热力学驱动

力。具体表达式如下：

∂f
∂ϕ = h′ (ϕ )

ù

û

ú
úú
úé

ë
ê
êê
ê f S - f L -∑

i = 1

n

(cS
i - cL

i )μ i （6）

式中，h′ (ϕ )为插值函数的导数。

在合金凝固过程中，固/液界面能通常表现出各向异

性特征，因此在模拟合金凝固过程中枝晶的生长行为时，

必须考虑固/液界面的各向异性效应。为准确描述界面

能的各向异性，将梯度能系数 ε视为角度 θ的函数，其具

体表达式如下：

ε (θ ) = ε [1 + δcos (kθ ) ] （7）

式中，δ为各向异性强度；k为各向异性的模数；θ为固/液

界面法向与选定参考系坐标轴之间的夹角。

考虑了界面能各向异性后，相场控制方程（5）中的

Laplace算子变为：

∇2 (θ ) = ∇ [ ε2 (θ )∇ϕ ] -
∂
∂x

é

ë

ê
êê
ê ù

û
úúúúε (θ ) ε′ (θ )

∂ϕ
∂y

                 +
∂
∂y

ù

û
úúúúé

ë
êêêêε (θ ) ε′ (θ )

∂ϕ
∂x

（8）

式中，ε′ (θ )为 ε (θ )函数的一阶导数。

2.2　成分场控制方程

遵循质量守恒条件，多元合金的成分场控制方程为：

∂ci∂t = ∇h (ϕ )∑
j = 1

n

DS
ij∇cS

j

+∇ [1 - h (ϕ ) ] ∑
j = 1

n

DL
ij∇cL

j + ∇Ai

∂ϕ
∂t ⋅

∇ϕ
||∇ϕ
（9）

式中，DS
ij和DL

ij 分别为固相和液相中组元的扩散系数；Ai

为反溶质截留系数。该控制方程考虑了固相扩散系数，

Ai的值与Kim[32]的研究结果略有不同，其详细表达式在

后面给出。

多元合金中的扩散系数可以组合成扩散矩阵，具体

表达式为：

Dv =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú
Dv

11 Dv
12 ⋯ Dv

1n

Dv
21 Dv

22 ⋯ Dv
2n⋮ ⋮ ⋱ ⋮

Dv
n1 Dv

n2 … Dv
nn

 (v = S or L ) （10）

当扩散矩阵中的非对角项Dv
ij=0（i≠j）时，即忽略了溶

质间的相互作用对溶质传输行为的影响，使得多元合金

体系中溶质扩散方程与二元合金中溶质扩散方程类似。

为了提高相场模拟的准确度，应该考虑多元合金体系中

各种溶质原子之间的相互作用。

2.3　相场参数

在相场和成分场控制方程中，有4个未知参数，分别

为相场迁移率M、梯度能系数 ε、双阱势高度ω以及反溶

质截留系数Ai。参数 ε和ω可以利用相场控制方程的一

维平衡解求得，关系式如下：

ε =
3ησ
α

（11）

ω =
6ασ
η

（12）

式中，σ为界面能；η为界面宽度；α为与界面厚度定义相

关的常数。相场变量在平衡态下呈现双曲正切函数分

布，其数值在接近0或1的区域变化极为缓慢，因此通常

通过相场变量在特定区间内的范围来定义界面宽度。例

如，当相场变量取值范围为 0.1~0.9时，α约为 2.20；当取

值范围扩大至0.05~0.95时，α约为2.94[9]。尽管不同的α

值对应不同的界面宽度定义，但通过调整相应界面宽度

参数，计算结果仍能保持一致性。因此，α的取值主要取
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决于所选界面宽度区间的具体界定，且不存在唯一的标

准。在本研究模拟过程中，α取值为2.94。

在薄界面极限条件下，相场迁移率M与界面迁移率

m（驱动力与界面速度的比值）有关。为了获取准确的相

场迁移率M，首先需要消除界面的化学势跳跃，通常在成

分场控制方程中引入反溶质截留项实现。因此，确定相

场迁移率M时，先要确定反溶质截留系数Ai。

反溶质截留系数Ai的推导过程可以参照Kim的工

作[32]。需要指出的是，本研究与Kim等人的推导过程稍

有不同，在成分场控制方程中考虑了固相扩散系数，固相

扩散的引入使得推导过程更加复杂。为了简化推导过

程，对 i组元在固相和液相的虚拟成分进行假设，认为其

近似满足cS
i =ke

i ·c
L
i 关系，其中ke

i 为平衡分配系数。得到了

以下的关系式：

dij

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú(1 - ϕ ) (cL

j - cS
j ) - Aj

2ω
ε

ϕ (1 - ϕ )

= (1 - ϕ )∑
j = 1

n

d L
ij (cL

j - cS
j )

（13）

进而可以采用矩阵的方法进行求解，方程（13）转换

为如下的矩阵形式：

[d ] )[ A = (1 - ϕ ) [d L ] )[cL - cS （14）

式中，[ ]为方阵；[ )为列向量矩阵。其它未知参量的表达

式如下：

[d ] =

é

ë

ê
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ê
êê
ê
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2n
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ϕk e
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n1 + (1 - ϕ ) DL

n1 ϕk e
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nn

-1

（15）
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[d L ] =
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（17）

式中，DL
ij和DS

ij分别为液相和固相中互扩散系数。

通过矩阵方程求得反溶质截留系数Ai的一般表达

式为：

Ai =
ε

2ω
·

1
ϕ

ù

û

ú
úú
ú
ú
úé

ë

ê
êê
ê
(cL

i - cS
i ) -∑

j = 1

n

Pij (cL
j - cS

j ) （18）

式中，Pij为矩阵[P]=[d]-1·[d L]中的组元。

求得反溶质截留系数Ai后，将所得组分及化学势代

入相场控制方程中的热力学驱动力项，提取弥散界面区

域等效尖锐界面模型下的驱动力，并分析其与界面速度

的关系，从而获得相场迁移率M与界面迁移率m之间的

定量关系，如下：

M -1 =
3 2 ε

ω
·( 1

m
+

ε

2ω
ξ ) （19）

式中：

ξ =∑
i = 1

n

(cL,e
i - cS,e

i )∑
j = 1

n

f L,e
cicj

×∫
0

1∑
k = 1

n

d L
jk (cL,e

k - cS,e
k )

h (ϕ )
ϕ

dϕ

（20）

式中，cL,e
i 和 cS,e

i 为液相和固相的平衡态成分；f L,e
cicj

为液相

自由能对 i组元和 j组元平衡成分的二阶偏导数。

因此，可以由实验测得的m值来确定相场迁移率M，

从而使相场模型的界面速度与真实材料凝固中的界面的

速度相匹配。在本模拟过程中，忽略了界面动力学效应，

即界面迁移率m趋于无穷大时，相场迁移率为：

M =
ω

3ε2ξ
（21）

为了更加真实地模拟实际凝固过程中界面处的波动

和二次或更高次枝晶的生长，在计算时需要在控制方程

中引入随机的扰动。扰动的方式主要有两种：一种是在

成分场控制方程引入成分扰动；另一种是在相场控制方

程种引入结构扰动。在本研究中，采用第二种形式在相

场控制方程中引入随机扰动，具体表达式如下：

∂ϕ
∂t →

∂ϕ
∂t + 16g (ϕ ) χγ （22）

式中，χ为-1~1之间的随机数；γ为扰动强度。

3　多元合金热、动力学数据耦合

在多元合金体系中，溶质元素之间的相互作用使得

各相的Gibbs自由能及元素的互扩散系数更加复杂，无

法简单地通过相应二元体系的叠加来表示[36]。因此，为

了准确模拟多元合金凝固过程中微观组织的演化过程，

相场模型亟需与多元合金体系的真实热力学和动力学数

据进行有效耦合，从而提升模拟的准确性和可靠性。

3.1　热力学数据

对于有n+1个组元的多组元体系，任意无序相v的摩

尔Gibbs自由能可以通过溶液模型进行描述，表达式为：

Gv =∑
i = 1

n + 1

xiG
v,0
i + RT∑

i = 1

n + 1

xilnxi + Gv,E （23）

式中，xi为组元 i的摩尔分数；Gv,0
i 为纯组元 i处于v相时的

摩尔Gibbs自由能；R为气体常数，T为温度；Gv,E为超额
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Gibbs自由能。等式右边的3项分别为参考态的Gibbs自

由能、理想混合熵和超额混合自由能。

实际上，通过文献难以直接获得与目标合金成分匹

配的热力学与动力学数据，尤其是在多元合金体系中。

在过去的几十年中，CALPHAD方法发展迅速，Thermo-

Calc、JMatPro、FactSage和Pandat等商业热力学软件已广

泛应用。然而这些软件对热力学参数进行了加密处理，

难以直接获得超额 Gibbs 自由能各组元的相互作用参

数，仅能获取最终的离散数据或曲线，从而限制了相场模

型与真实合金热力学数据的直接耦合。

Yang等[37–39]采用抛物线近似算法，实现了KKS相场

模型与二元合金热力学数据的有效耦合，并提升了计算

效率。在此基础上，本研究将其方法扩展到多元合金体

系。通过对Gibbs自由能函数在平衡成分附近进行二阶

Taylor展开，得到关于成分的二阶多项式，可以对热力学

计算软件获得的Gibbs自由能数据进行二阶多项式拟合，

从而实现相场模型与多元合金热力学数据的有效耦合。

3.2　动力学数据

在多元合金体系中，若溶质元素为置换型原子，其在

体积固定参考系下的互扩散系数可表示为：

DV
ij =∑

k = 1

n + 1

(δki - xi )xkMk

∂μk∂xj

（24）

式中，δki是克罗内克函数；Mk是组元 k的原子迁移率；μk

是组元k的化学势；∂μk/∂xj为热力学因子。

通过消除第n+1个组元，互扩散系数可以表示为：

Dn + 1
ij = DV

ij - DV
i (n + 1) （25）

若溶质元素为间隙型原子，互扩散系数可表示为：

Dn + 1
ij = DV

ij （26）

在商业版热力学计算软件中，动力学数据库需要与

热力学数据库配合使用，因为动力学参数（如原子迁移率

等）通常基于热力学数据进行优化。在相场模拟的成分

场控制方程中，所需动力学参数为元素间的互扩散系数，

其计算过程较为简单，可直接与现有动力学数据或热力

学计算软件拟合数据进行耦合。

4　双边扩散多元合金相场模型在Ti-45Al-

8Nb合金中的应用

选用Ti-45Al-8Nb合金为研究对象，采用Pandat热力

学计算软件计算了平衡态下各相的体积分数和成分随温

度的变化，结果如图1所示。从图中可知，目标合金的液

相线和固相线温度分别为1864.5和1786.0 K。当过冷度

ΔT=34.5 K（T=1830.0 K）时，β相的体积分数为0.54，Al在

液相和 β相中的平衡成分为 48.01at%和 42.44at%，Nb在

液相和β相中的平衡成分为6.83at%和9.00at%。

在计算相场迁移率 M 时，除了需要知道平衡成分

外，还需要知道自由能对平衡成分的二阶导数。该项在

Pandat软件中无法直接输出，但可通过热力学因子进行

间接计算。计算公式如下：

∂2G
∂xi∂xj

= ThF ( xi, xj ) - ThF ( xTi,xj )

                 -ThF ( xj, xTi ) + ThF ( xTi, xTi )

（27）

式中，G为吉布斯自由能，i和 j分别表示Al和Nb的任意

组元；ThF为热力学因子。在T=1830.0 K时，液相及β相

中自由能对平衡成分的二阶导数如表1所示。

4.1　Ti-45Al-8Nb合金的热、动力学数据

热力学和动力学数据是相场模拟的重要输入。本研

究利用Pandat热力学软件的“批处理文件计算”功能，获

得了T=1830.0 K时大量离散的热力学及动力学数据点。

对于热力学数据，采用二次多项式进行拟合，将拟合结果

与相场模型进行耦合。该方法在文献[37,40]中已被证明

在保证模拟精度的同时可有效提高计算效率。Gibbs自

由能的二阶多项式拟合结果如图2所示。对于动力学数
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图1  Ti-45Al-8Nb合金平衡态相体积分数和成分随温度的变化曲线

Fig.1  Temperature-dependent equilibrium phase volume fractions and concentrations in Ti-45Al-8Nb alloy: (a) phase volume fraction, (b) x(Al), 

and (c) x(Nb)

表1  自由能对平衡成分的二阶导数

Table 1  Second-order derivatives of the free energy with respect 

to equilibrium concentrations (J/mol)

Phase

Liquid

β

d2G/dxAldxAl

172 671.16

223 097.39

d2G/dxAldxNb

38 114.37

37 745.95

d2G/dxNbdxNb

233 147.75

171 520.06
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据，由于成分场的求解过程较为简单，因此本研究仅对液

相和β相中的互扩散系数进行多项式拟合，其结果如图3

和图 4所示。由图 2~图 4可知，热力学和动力学数据所

有拟合曲面的拟合精度R²值均大于 0.99，表明拟合精度

较高。鉴于拟合多项式的表达式较为复杂，不再逐一

列出。

4.2　相场模拟结果

本工作应用改进的相场模型，对Ti-45Al-8Nb合金开

展了等温凝固条件下的数值模拟，分别进行了1D平面生

长和2D单个枝晶生长测试，模拟所用物性参数和模拟参

数由表 2 给出，对结构场和成分场均采用零通量边界

条件。

图5给出了1D平界面生长的模拟结果，对应的凝固

时间为 2 s。结果表明，此时的固相体积分数为 0.55，与

Pandat热力学计算软件的计算值 0.54非常接近，存在的

微小的误差可能源于Gibbs自由能采用二阶多项式拟合

所致。与此同时，也对Al和Nb元素的成分进行了比较。

结果显示Al在液相和β相中的成分分布与其平衡值非常

接近且较均匀。而Nb则表现出较大的偏差，无论是在液

相还是在固相中，Nb的分布与平衡值均存在显著差异，

并且在β相中成分分布更不均匀，说明Nb尚未达到平衡

状态。造成这种差异的主要原因可能是Nb的扩散系数

小于Al，因此Nb需要更长时间才能实现平衡分布[41]。

2D单个枝晶的相场模拟结果如图6所示，所对应的
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图2  T=1830.0 K时Gibbs自由能的二阶多项式拟合曲面

Fig.2  Second-order polynomial fitting surface for Gibbs free energy at T=1830.0 K: (a) liquid phase and (b) β phase
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Fig.3  Fitting surfaces of interdiffusion coefficients in the liquid phase at T=1830.0 K: (a) DAlAl, (b) DAlNb, (c) DNbAl, and (d) DNbNb
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凝固时间为2.5×10-3 s。图中给出了相场和成分场分布，

从图中可以看出 β相形成典型的四重对称枝晶结构，且

相场与成分场分布基本一致。在枝晶生长过程中，由于

Al的平衡分配系数 ke
Al<1，Al通过固/液界面不断地向液

相中排出并在固/液界面前沿富集，尤其在枝晶根部及枝

晶间区域更加明显。相比之下，Nb 的平衡分配系数       

ke
Nb>1，使得Nb从液相向 β相进行富集，导致枝晶根部和

枝晶间区域出现显著的贫Nb区。图 7给出了 Ti-45Al-

8Nb合金的实验结果，相关实验样本制备、凝固实验方法

及微观组织表征过程详见参考文献[42]。虽然实验得到

的是最终凝固组织的成分分布，而模拟结果为等温凝固

条件下单个枝晶的结果，二者无法直接进行定量的比较，

但结果均展现出一致的变化趋势：Al 在枝晶间区域富

集，Nb作为 β相稳定元素，在枝晶间区域或晶界处产生

贫Nb区。

本文建立的双边扩散定量相场模型，可为深入研究

多元合金凝固过程中微观组织演变机制提供理论框架与

数据支持。
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图4  T=1830.0 K时β相中溶质的互扩散系数拟合曲面

Fig.4  Fitting surfaces of interdiffusion coefficients in the β phase at T=1830.0 K: (a) DAlAl, (b) DAlNb, (c) DNbAl, and (d) DNbNb

表2  相场模拟用物性参数和模拟参数

Table 2  Physical and simulation parameters for phase-field 

simulation

Parameter

Gas constant, R/J·(mol·K)–1

Moore volume, Vm/m3·mol–1

Interface energy, σ/J·m–2

Grid number

Grid size, dx/m

Interface width, W/m

Time step, dt/s

Anisotropic strength of interface energy, δ/%

Perturbation intensity of structure field, γ/%

Value

8.314 51

1.1×10–5

0.1

2000×10 (1D)/

 2000×2000 (2D)

2.5×10–8

1.5×10–7

5.0×10–8
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图5  T=1830.0 K时1D平界面相场模拟结果

Fig.5  Phase-field simulation results of 1D flat interface at T=1830.0 K
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5　结 论

1）本研究提出了一种改进的多组元合金双边扩散的

定量相场模型，考虑了固相扩散系数对凝固组织的影响。

在消除界面处化学势跳跃的基础上，重新推导并给出了

与单边扩散定量相场模型不同的反溶质截留常数Ai和相

场迁移率M，从而实现了多组元合金平衡凝固的模拟。

2）该双边扩散定量相场模型能够与合金的真实热力

学和动力学数据相耦合，充分考虑了多组元合金溶质间

的相互作用，打破了传统相场模型仅适用于二元线性相

图叠加或稀溶液合金的局限性。

3）通过将Ti-45Al-8Nb合金的模拟结果与实验数据

进行对比，验证了所提出模型在描述平衡凝固过程中的

适用性和有效性，该模型可进一步向非等温凝固条件进

行扩展。
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Abstract: To achieve quantitative simulation of microstructure evolution during the solidification process of industrial alloys, this study extended 

one-sided diffusion quantitative phase-field model for isothermal solidification of multi-component alloys to two-sided diffusion one. The model 

was coupled with actual thermodynamic and kinetic data of the alloy, fully considering the interactions between different alloying elements. On 

the basis of eliminating the chemical potential jump at the interface, the anti-solute trapping coefficient Ai and phase-field mobility M in the two-

sided diffusion quantitative phase-field model were redefined. Results show that taking Ti-45Al-8Nb (at%) ternary alloy as an example, 1D and 

2D numerical simulations were conducted and compared with experimental results, validating the effectiveness of the established model in 

predicting the microstructure during solidification. The results provide theoretical support for further optimization of casting process and precise 

control of solidification microstructures.
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